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В прикладных задачах управления и оптимизации возникают за-
дачи стохастического программирования, в которых вероятностный
критерий видится наиболее оптимальным с точки зрения физиче-
ского смысла, но не является удобным для процесса оптимизации.
В связи с этим перспективным видится разработка алгоритмов ап-
проксимации критериальной функции. В частности, аппроксимация
значений градиента критериальной функции позволит использовать
методы первого порядка как простую процедуру оптимизации.

Пусть дана функция потерь Φ(u,X), зависящая от вектора управ-
лений u и случайной переменнойX с заданным распределением f(x).
Критерием оптимизации является вероятностный критерий, т.е. ре-
шается задача

Pϕ(u) = P {X : Φ(u,X) ≤ ϕ} → max
u

. (1)

Основной идеей, лежащей в основе аппроксимации, является за-
мена индикаторной функции (функции Хевисайда) в представлении
функции вероятности

P {X : Φ(u,X) ≤ ϕ} = M [I{Φ(u,X) ≤ ϕ}] = M [θ(ϕ− Φ(u,X))] (2)

на сигмоидальную функцию

θ(ϕ− Φ(u,X)) ≈ Sθ∗(ϕ− Φ(u,X)) =
1

1 + e−θ∗(ϕ−Φ(u,X))
, (3)

где θ∗ - большое положительное число. Сигмоидальная функция по
сравнению с функцией Хевисайда непрерывна и имеет легконаходи-
мые производные.

В ходе исследования была доказана

Теорема 1. Пусть Φ(u,X) - непрерывная по каждому из аргумен-
тов и строго кусочно-монотонная относительно X как своего ар-
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гумента функция, а распределение величины X абсолютно непре-
рывно. Тогда последовательность сигмоидальных функций сходит-
ся почти наверное к функции Хэвисайда:

Sθ∗(ϕ− Φ(u,X))→ θ(ϕ− Φ(u,X)) п.н. (4)

Для вычисления погрешности аппроксимации вероятностного
критерия используется интегральное представление математическо-
го ожидания (2). С помощью известных соотношений теории веро-
ятности и мажорирования подынтегральных выражений было полу-
чено выражение для оценки погрешности аппроксимации сверху:

ε∗ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

f(x)I{Φ(u,X) ≤ ϕ}dx−
+∞∫
−∞

f(x)Sθ∗(ϕ− Φ(u,X))dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
χ−
2

f(x)
1

1 + eθ∗
dx+

∫
χ+
2

f(x)

(
1− 1

1 + e−θ∗

)
dx+ I1 + I2, (5)

где

χ−2 = {x| ϕ− Φ(u,X) ≤ −1} , χ+
2 = {x| ϕ− Φ(u,X) ≥ 1} , (6)

I1 =
1

2
·

∫
0≤α≤γ−1

f(x)dx+

(
1− 1

1 + e−γ

)
·

∫
γ−1≤α≤1

f(x)dx, (7)

I2 =
1

2
·

∫
−γ−1≤α≤0

f(x)dx+
1

1 + eγ
·

∫
−1≤α≤−γ−1

f(x)dx, (8)

α = ϕ− Φ(u,X), γ =
√
θ∗. (9)

Непосредственно из оценки погрешности сверху следует, что

ε∗ → 0 при θ∗ → +∞. (10)

Данный факт позволяет утверждать о сходимости значений при-
ближенной функции вероятности к значениям исходной функции
вероятности, что было экспериментально подтверждено при помо-
щи оценки значений функции методом Монте-Карло для некоторых
частных случаев.
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