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Рассматривается задача о кручении толстостенной трубы из материала со свойствами,
зависящими от вида напряженного состояния.
Геометрические параметры трубы после обезразмеривания: величина внутреннего радиу-
са равна 1, внешнего равна r*.
Уравнения связи между напряжениями и деформациями могут быть получены на осно-
ве представления для потенциала деформаций, который в случае активного нагружения
имеет вид [1], [2]:

Φ = 1/2(1 + 𝜁(𝜉))(𝐴 + 𝐵𝜉2)𝜎0,

где 𝜁(𝜉) = (1 + 𝜅(𝜉))(𝐴 + 𝐵𝜉2)−1, 𝜉 = 𝜎/𝜎0 – параметр вида напряженного состояния,
𝐴 = 2(1+𝜈)

3𝐸
, 𝐵 = 3(1−2𝜈)

𝐸
. Таким образом, определяющие соотношения имеют вид:

𝜎𝑖𝑗 = (2/3(𝐵 − 𝐶𝛾)𝑒𝑖𝑗 + (𝐴− 𝐶/𝛾)𝜀𝛿𝑖𝑗)(𝐴𝐵 − 𝐶2)−1,

где 𝛾 = 𝜎/𝜎0 – параметр вида деформированного состояния, 𝑒𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗 − 1/3𝜀𝛿𝑖𝑗 – девиатор
деформаций, 𝜀 = 𝜀𝑖𝑖 – объемная деформация. Параметр C характеризует степень нели-
нейности материала.
Классическая постановка задач кручения цилиндрических тел, основанная на гипотезах
Сен-Венана не может быть использована для рассматриваемых материалов, вследствие
взаимосвязи процессов объёмного и сдвигового деформирования [3]. Выражения для ком-
понент тензора деформаций имеют вид [2]:

𝜀𝑟𝑟 = 𝑓 ′(𝑟), 𝜀𝜃𝜃 = 𝑓(𝑟)/𝑟, 𝜀𝑧𝑧 = 𝛽, 𝜀𝑟𝜃 = 𝜀𝑟𝑧 = 0, 𝜀𝜃𝑧 = 1/2𝛼𝑟.

Уравнение равновесия имеет вид:

𝑑𝜎𝑟𝑟

𝑑𝑟
+

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝑟
= 0.

Безразмерные напряжения 𝜎̄𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗𝐴 Краевые условия для задачи кручения трубы имеют
вид:

𝜎𝑟𝑟|𝑟=1 = 0, 𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑟* = 0,

Значения крутящего момента и осевой силы определяются в ходе решения по формулам:

𝑀 = 2𝜋

∫︁ 𝑟*

1

𝜎̄𝜃𝑧𝑟
2𝑑𝑟, 𝐹𝑧 = 2𝜋

∫︁ 𝑟*

1

𝜎̄𝑧𝑧𝑟𝑑𝑟.

Чтобы определить 𝛽 будем считать осевую силу равной нулю.
Для численного решения задачи используются метод стрельбы и метод Рунге-Кутты с
автоматическим выбором шага [4].
Значение параметров: 𝐴 = 1, 𝐵 = 5, 𝛼 = 0.3. Значения C варьируются и приведены на
графиках (Рис. 1). График для компонент тензора напряжений рассчитан для C = 0.6.
Максимальная глобальная погрешность решения не превышает 1e-5.
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Рис. 1. Рис. 1 Численное решение
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