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Пусть 𝐴 — кольцо главных идеалов, а 𝑀 — конечнопорожденный 𝐴-модуль. По струк-

турной теореме [1] модуль 𝑀 разлагается в прямую сумму примарных и свободных цик-
лических подмодулей, причем набор аннуляторов этих подмодулей определен однозначно.
Описание орбит естественного действия Aut𝑀 : 𝑀 легко сводится к описанию орбит дей-
ствий Aut(Tor𝑝𝑀) : Tor𝑝𝑀/𝑝𝑑 Tor𝑝𝑀 для всех 𝑝 и 𝑑, где Tor𝑝𝑀 — подмодуль 𝑝-кручения.

Пусть теперь 𝑀 — примарный модуль,

𝑀 = 𝐴e1 ⊕ · · · ⊕ 𝐴e𝑛, Ann e𝑖 = (𝑝𝑘𝑖), 𝑘1 ≥ 𝑘2 ≥ · · · ≥ 𝑘𝑛. (*)

Для элемента 𝑥 ∈ 𝑀 обозначим через 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 его проекции на слагаемые разложе-
ния (*). Пусть 𝜋 : 𝑀 −→ 𝑀/𝑝𝑑𝑀 — канонический гомоморфизм модулей. Для каждого
элемента 𝑦 ∈ 𝑀/𝑝𝑑𝑀 назовем его прообраз 𝑥 ∈ 𝜋−1(𝑦) правильным, если высота прообраза
ℎ(𝑥) минимальна (среди высот прообразов элемента 𝑦), где под высотой элемента 𝑥 ∈ 𝑀
понимается значение ℎ(𝑥) := min{𝑘 : 𝑝𝑘𝑥 = 0}. Теперь для всякого 𝑥 ∈ 𝑀 определим его
глубину 𝑑(𝑥):

𝑑(𝑥) :=

{︃
max {𝑘 : 𝑥 ∈ 𝑝𝑘𝑀}, 𝑥 ̸= 0,

∞, 𝑥 = 0

Глубина и высота элементов сохраняются при автоморфизмах, более того, верна следую-
щая

Теорема 1.
(1) Набор чисел {𝑑(𝑥), 𝑑(𝑝𝑥), . . . , 𝑑(𝑝𝑘1−1𝑥)} является полной системой инвариантов

действия Aut𝑀 : 𝑀 .
(2) Элементы модуля 𝑀/𝑝𝑑𝑀 принадлежат одной орбите группы Aut𝑀 тогда и

только тогда, когда это же верно для их правильных прообразов.

Таким образом, числа {𝑑(𝑥), 𝑑(𝑝𝑥), . . . , 𝑑(𝑝𝑘1−1𝑥)} однозначно определяют орбиту дей-
ствия Aut𝑀 : 𝑀 . Но не любая последовательность возрастающих чисел соответствует
какому-то элементу 𝑥 ∈ 𝑀 . Явное описание орбит дается при помощи следующего по-
строения.

Каждый примарный модуль 𝑀 может быть описан диаграммой Юнга Λ со столбцами
высот 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛. Поддиаграмму Юнга 𝑋 со столбцами высот 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 назовем подходя-
щей для диаграммы Λ, если найдется поддиаграмма 𝑌 такая, что Λ = 𝑋+𝑌 (сложение ве-
дется по каждому из 𝑛 столбцов) или, что то же самое, 0 ≤ 𝑙𝑖−𝑙𝑖+1 ≤ 𝑘𝑖−𝑘𝑖+1 при 𝑖 = 1 . . . 𝑛.
Множество всех подходящих поддиаграмм обозначим через 𝑆.

Построим отображение 𝐿 : 𝑀 −→ 𝑆, определив его сначала на элементах 𝑥 ∈ 𝑀 таких,
что 𝑥 = 𝑥𝑖 ∈ 𝐴e𝑖:

[𝐿(𝑥𝑖)]𝑡 :=

{︃
max{𝑘𝑖 − 𝑑(𝑥𝑖), 0}, 𝑡 ≤ 𝑖,

max{𝑘𝑡 − 𝑑(𝑥𝑖), 0}, 𝑡 > 𝑖,

где [𝐿(𝑥𝑖)]𝑡 обозначает высоту 𝑡-го столбца диаграммы 𝐿(𝑥𝑖).
Теперь для всех 𝑥 ∈ 𝑀 положим 𝐿(𝑥) :=

⋃︀
𝐿(𝑥𝑖), где 𝑥 = 𝑥1 + · · ·+𝑥𝑛. Таким образом,

построено отображение 𝐿 : 𝑀 −→ 𝑆, а значит, может быть сформулирована
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Теорема 2.
(1) Отображение 𝐿 задает взаимно-однозначное соответствие между множеством

орбит действия Aut𝑀 : 𝑀 и множеством 𝑆.
(2) Каноническими представителями орбит действия Aut𝑀 : 𝑀 являются элементы

вида

𝑥 = 𝑝𝑑1e𝑖1 + · · · + 𝑝𝑑𝑠e𝑖𝑠 , где

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑖1 > 𝑖2 > · · · > 𝑖𝑠,

𝑘𝑖𝑡 > 𝑘𝑖𝑡+1,

𝑑1 > 𝑑2 > · · · > 𝑑𝑠,

𝑘𝑖1 − 𝑑1 > · · · > 𝑘𝑖𝑠 − 𝑑𝑠.

(**)

(3) Каноническими представителями орбит действия Aut𝑀 : 𝑀/𝑝𝑑𝑀 являются эле-
менты 𝜋(𝑥) ∈ 𝑀/𝑝𝑑𝑀 , где 𝑥 ∈ 𝑀 определяются как в (**) с единственным дополнитель-
ным условием 𝑑1 < 𝑑.
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Рис. 1. Поддиаграммы 𝐿(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝑀 , где 𝑀 = 𝐴/(𝑝6)⊕𝐴/(𝑝5)⊕𝐴/(𝑝5)⊕𝐴/(𝑝3)⊕𝐴/(𝑝2) и
а) 𝑥 = 𝑥𝑖 = 𝑝2e3; канонический представитель орбиты элемента 𝑥 — 𝑝2e3;
б) 𝑥 = 𝑝2e1 + 𝑝3e2 + 𝑝2e3 + 𝑝 e4; канонический представитель орбиты элемента 𝑥 — 𝑝2e1 + 𝑝 e4.

2


